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LEMME D'ARTIN-REES, THÉORÈME D'IZUMI ET FONCTION
DE ARTIN
GUILLAUME ROND
Résumé. We interpret the Artin-Rees lemma and the Izumi theorem in term
of Artin funtion and we obtain a stable version of the Artin-Rees lemma. We
present dierent appliations of these interpretations. First we show that the
Artin funtion of X1X2 − X3X4, as a polynomial in the ring of power series
in more than three variables, is not bounded by an ane funtion. Then we
prove that the Artin funtions of a lass of polynomials are bounded by ane
funtions and we use this to ompute approximated integral losures of ideals.
1. Introdution
Nous rappelons quelques résultats d'approximation, mais nous donnons tout
d'abord la dénition suivante :
Dénition 1.1. Nous appellerons ouple (A, I) la donnée d'un anneau ommutatif
unitaire A et d'un idéal I de A. Nous dirons que le ouple (A, I) est n÷thérien (resp.
loal, omplet, réduit, intègre) si l'anneau A est n÷thérien (resp. loal, omplet,
réduit, intègre).
Nous pouvons alors dénir les propriétés d'approximation et d'approximation
forte :
Dénition 1.2. Soit (A, I) un ouple n÷thérien et Â le omplété de A pour
la topologie I-adique. Nous dirons que (A, I) vérie la propriété d'approximation
(PA) (resp. vérie la propriété d'approximation pour f) si pour tout système d'équa-
tions polynomiales noté f(X) = 0 à oeients dans A (resp. si pour le système
d'équations polynomiales noté f(X) = 0 à oeients dans A), pour toute solution
x ∈ Â et pour tout i ∈ N, il existe une solution x dans A de e système qui vérie
xj = xj mod I
i+1
pour tout j.
Dans le as où A est loal et I est son idéal maximal, nous dirons que A a la
propriété d'approximation.
Dénition 1.3. Soit (A, I) un ouple n÷thérien. Nous dirons que (A, I) vérie
la propriété d'approximation forte (PAF) si pour tout système d'équations polyno-
miales noté f(X) = 0 à oeients dans A, il existe une fontion à valeurs entières
β ave la propriété suivante. Soient x ∈ An et i ∈ N tels que
f(x) = 0 mod Iβ(i)+1.
Alors il existe x ∈ An tel que
f(x) = 0 et xj ≡ xj mod Ii+1 pour tout j.
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La plus petite fontion vériant ette propriété sera appelée fontion de Artin de
l'idéal (f).
Là enore, si A est loal et I est son idéal maximal, nous dirons que A a la propriété
d'approximation forte.
Remarque 1. Nous pouvons vérier que les deux dénitions préédentes ne dépen-
dent pas des générateurs de l'idéal (f). Nous parlerons don indiéremment de
système d'équations polynomiales et d'idéal de A[X ].
Nous avons les deux résultats suivants :
Théorème 1.4. [2℄[14℄[21℄[22℄ Soit (A, I) une paire hensélienne, n÷thérienne.
Alors (A, I) possède la propriété d'approximation si A −→ Â est régulier (où Â est
le omplété I-adique de A).
Nous rappelons qu'un morphisme d'anneaux n÷thériens ϕ : A −→ B est dit
régulier si il est plat et si pour tout idéal premier P de A, la bre B ⊗A κ(P ) de
ϕ au-dessus de P est géométriquement régulière sur le orps κ(P ) ( 'est-à-dire si
l'anneau B ⊗A k est régulier pour toute extension nie k de κ(P )) (f. [13℄).
Théorème 1.5. [2℄[14℄ Soit (A, m) un ouple loal n÷thérien. Alors si e ouple
vérie la propriété d'approximation, alors il vérie la propriété d'approximation
forte.
Ce deuxième théorème n'est pas vrai dans le as général. M. Spivakovsky a donné
un exemple de paire hensélienne vériant la PA et donné un polynme qui n'admet
pas de fontion de Artin [20℄.
Dans le as d'un ouple loal, la fontion de Artin d'un idéal (f) de A[X ] est une
mesure de la non-lissité du morphisme A −→ A[X ]/(f), elle-i étant égale à l'i-
dentité quand e morphisme est lisse.
Le but de et artile est d'utiliser le lemme d'Artin-Rees [13℄ et le théorème d'Izumi
[10℄ [18℄ pour déterminer une ertaine lasse de polynmes dont les fontions de
Artin sont bornées par des fontions anes. Nous savons qu'en général ei est
faux et a pour onséquene qu'il n'existe pas de théorie d'élimination des quanti-
ateurs dans l'anneau des séries en plusieurs variables muni d'un langage de premier
ordre de Presburger [19℄. Néanmoins il existe ertains as pour lesquels e résultat
est vrai.
Nous utilisons ii le lemme d'Artin-Rees et le théorème d'Izumi [10℄ pour étudier
la fontion de Artin de ertains polynmes.
Nous ommençons par énoner quelques résultats de rédution. Ensuite, dans la
troisième partie, nous itons le as des systèmes d'équations linéaires qui déoule
du lemme d'Artin-Rees (théorème 3.1). Nous montrons dans la quatrième partie
que le théorème d'Izumi est équivalent à une majoration des fontions de Artin
d'une ertaine famille de polynmes linéaires (proposition 4.3 et théorème 4.5) et
en déduisons une version stable du lemme d'Artin-Rees (théorème 4.6). Nous don-
nons ensuite diérentes appliations de es deux résultats :
En inquième partie, nous montrons que la fontion de Artin de X1X2 − X3X4,
vu omme polynme à oeients dans l'anneau des séries formelles en plusieurs
variables, n'est pas bornée par une fontion ane.
En sixième partie, nous utilisons simultanément le lemme d'Artin-Rees et le théorème
d'Izumi pour montrer que les polynmes qui sont de la forme f
∏r
k=1X
nk
k +
∑p
j=1 fjZj
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ont une fontion de Artin bornée par une fontion ane, dans le as où l'anneau
de base quotienté par l'idéal (f1, ..., fp) est réduit (théorème 6.2).
Enn, en dernière partie nous montrons que ei implique que la fontion de Artin
de ertains polynmes est bornée par une fontion ane (propositions 7.2 et 7.3) et
nous utilisons es résultats pour aluler des ltures intégrales approhées d'idéaux
(exemple 7.3).
Je tiens à remerier M. Hikel et M. Spivakovsky pour leurs onseils et remarques.
Je suis gré au premier de m'avoir fait remarquer que le lemme d'Artin-Rees et le
théorème d'Izumi étaient des as partiuliers de linéarité de fontions de Artin. Je
tiens aussi à remerier vivement le referee pour ses remarques et sa patiene fae à
une première version très pénible.
Les anneaux onsidérés seront toujours ommutatifs et unitaires. Nous noterons
dans la suite T = (T1, .., TN), X = (X1, .., Xn) et f = (f1, .., fp). Sauf indiation
ontraire nous noterons m l'idéal maximal de l'anneau loal étudié quand il n'y
aura auune onfusion possible.
2. Rédutions
Nous allons ii énoner quelques lemmes qui nous permettront de nous ramener
à étudier le as où l'anneau de base est un anneau omplet régulier :
Lemme 2.1. [14℄ Soit (A, I) un ouple n÷thérien vériant la PA pour l'idéal (f)
et tel que l'idéal de Â[X ] engendré par (f) admette une fontion de Artin. Alors (f)
admet une fontion de Artin et elle-i est égale à elle de l'idéal de Â[X ] engendré
par (f).
Preuve : Soient (f) ⊂ A[X ], β̂ sa fontion de Artin vu omme idéal de Â[X ]
et x ∈ A tel que f(x) ≡ 0 mod Iβ̂(i)+1. Don il existe x′ ∈ Â tel que f(x′) = 0 et
x′ − x ∈ Ii+1. Comme A vérie la PA pour (f), il existe x ∈ A tel que f(x) = 0 et
x− x′ ∈ Ii+1.
En ombinant ela on a x ∈ A tel que f(x) = 0 et x− x ∈ Ii+1.
Inversement, soit β la fontion de Artin de (f) vu omme idéal de A[X ]. Soit x ∈ Â
tel que f(x) ≡ 0mod Iβ(i)+1. Choisissons x′ ∈ A tel que x−x′ ∈ Iβ(i)+1. Nous avons
alors f(x′) ≡ 0 mod Iβ(i)+1. Don il existe x ∈ A tel que f(x) = 0 et x′ − x ∈ Ii+1.
D'où x− x ∈ Ii+1. 
Lemme 2.2. [14℄ Soit (A, I) un ouple n÷thérien et I un idéal de A. Soient (f) un
idéal de
A
I [X ], (F ) un idéal de A[X ] égal à (f) modulo I et (g1, ..., gq) un système
de générateurs de I. Posons
Gk = Fk +
∑
j
Ykjgj k = 1, ..,m.
Alors si (G) admet une fontion de Artin, alors (f) admet une fontion de Artin
bornée par elle de (G).
Preuve : Soient (f), (F ) et (G) omme dans l'énoné. Soit β la fontion de
Artin de (G).
Soit x ∈ AI tel que f(x) ≡ 0 mod Iβ(i)+1AI ave i ∈ N. Soit x′ un relèvement de
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x dans A. Alors F (x′) ≡ 0 modIβ(i)+1 + I, 'est-à-dire qu'il existe des ykj ∈ A
tels que F (x′)+
∑
j ykjgj ≡ 0 mod Iβ(i)+1. Il existe alors une solution (x, y) de e
système G = 0 ave x ≡ x′ mod Ii+1. Modulo I ette solution onvient. Et don
(f) admet une fontion de Artin bornée par elle de (G). 
Nous énonçons maintenant un lemme utile pour la suite :
Lemme 2.3. Soit F (X1, ..., Xn) ∈ A[X1, ..., Xn] où (A, I) est un ouple n÷thérien.
Soit I un idéal de A, {f1, ..., fp} et {g1, ..., gq} deux systèmes de générateurs de
I. Alors les fontions de Artin de h1 = F (X1, ..., Xn) +
∑
j fjYj et de h2 =
F (X1, ..., Xn) +
∑
l glZl sont égales.
Preuve : Il nous sut de montrer le résultat quand q = p + 1, gi = fi pour
1 ≤ i ≤ p et gq = gp+1 ∈ I est quelonque. En eet dans e as, par indution nous
voyons que la fontion de Artin de h1 (et de la même manière elle de h2) est égale
à la fontion de Artin de F (X1, ..., Xn)+
∑
l glZl+
∑
j fjYj . Don h1 et h2 ont des
fontions de Artin égales.
Soit h1 omme dans l'énoné et
h2 := F (X1, ..., Xn) +
p∑
j=1
fjYj + fYp+1
où f ∈ I. Nous pouvons érire f = ∑j fjuj où les uj sont dans A. Notons βi la
fontion de Artin de hi (i = 1 et 2).
• Montrons tout d'abord que β2(i) ≥ β1(i) pour tout i ∈ N. Soient x1, ..., xn,
y1, ..., yp ∈ A et i ∈ N tels que
h1(x, y) = F (x1, ..., xn) +
p∑
j
fjyj ∈ Iβ2(i)+1.
Nous avons h2(x, y1, ..., yp, 0) = h1(x, y1, ..., yp), don par dénition de β2, il existe
n+p+1 éléments x1, ..., xn, y1, ..., yp, yp+1 tels que nous ayons h2(x, y1, ..., yp, yp+1) =
0, et xk − xk ∈ Ii+1, 1 ≤ k ≤ n, yj − yj ∈ Ii+1, 1 ≤ j ≤ p, yp+1 ∈ Ii+1. Notons
alors yj = yj +ujyp+1, 1 ≤ j ≤ p. Nous avons alors h1(x, y) = 0 et xk −xk ∈ Ii+1,
1 ≤ k ≤ n, yj − yj ∈ Ii+1, 1 ≤ j ≤ p. Don β2(i) ≥ β1(i) pour tout i ∈ N.
• Inversement, montrons que β2(i) ≤ β1(i) pour tout i ∈ N. Soient x1, ..., xn,
y1, ..., yp, yp+1 ∈ A et i ∈ N tels que
h2(x, y) = F (x1, ..., xn) +
p∑
j
fjyj + fyp+1 ∈ Iβ1(i)+1.
Nous avons
h1(x, y1 + u1yp+1, ..., yp + upyp+1) = h2(x, y1, ..., yp, yp+1).
Don par dénition de β1, il existe x1, ..., xn, y1, ..., yp tels que nous ayons h1(x, y1, ..., yp) =
0, et xk − xk ∈ Ii+1, 1 ≤ k ≤ n, yj − (yj + ujyp+1) ∈ Ii+1, 1 ≤ j ≤ p. Notons
alors yj = yj − ujyp+1, 1 ≤ j ≤ p, et yp+1 = yp+1. Nous avons h2(x, y) = 0, et
xk − xk ∈ Ii+1, 1 ≤ k ≤ n, yj − yj ∈ Ii+1, 1 ≤ j ≤ p+ 1. Don β2(i) ≤ β1(i) pour
tout i ∈ N, et don β1 = β2. 
Nous rappelons ensuite le théorème de struture de I.S. Cohen pour les anneaux
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omplets loaux. [13℄
Dénition 2.4. Un anneau de Cohen R est un orps de aratéristique 0 ou un
anneau de valuation disrète omplet dont le orps résiduel a une aratéristique
p > 0 et dont l'idéal maximal est engendré par p.1.
Théorème 2.5. [13℄ Soit A un anneau loal n÷thérien omplet. Alors il existe un
unique anneau de Cohen R tel que A soit isomorphe au quotient d'un anneau de
séries formelles R[[T ]].
3. Fontion de Artin d'un système linéaire et lemme d'Artin-Rees
Nous avons le résultat suivant qui nous donne la forme de la fontion de Artin
d'un système d'équations linéaires et qui montre au passage que dans le as linéaire,
l'existene de la fontion de Artin n'est absolument pas liée à la propriété henséli-
enne mais au fait que l'anneau de base est n÷thérien.
Théorème 3.1. Soit(
f11X1 + · · ·+ f1nXn, ..., fp1X1 + · · ·+ fpnXn
)
un idéal de polynmes linéaires noté (f) de A[X1, ..., Xn] où (A, I) est un ouple.
Alors l'idéal (f) admet une fontion de Artin bornée par la fontion i 7−→ i+ i0 si
et seulement si nous avons la version faible du lemme de Artin-Rees suivante :
I ∩ Ii ⊂ Ii−i0I pour i ≥ i0
où I est le sous-A-module de Ap engendré par les (f1j , ..., f
p
j ) pour 1 ≤ j ≤ n et Ii
le sous-A-module de Ap égal à ⊕pk=1Ii pour tout entier i.
En partiulier, si (A, I) est un ouple n÷thérien, (f) admet une fontion de Artin
bornée par une fontion linéaire. De plus le plus petit i0 tel que i 7−→ i+ i0 majore
la fontion de Artin de (f) ne dépend que du A-module I.
Preuve : Avoir I ∩ Ii+1 ⊂ Ii+1−i0I pour i0 une onstante positive, ela est
équivalent à e que pour tout x1, ..., xn ∈ A tels que
(1)

f11x1 + · · ·+ f1nxn ∈ Ii+1
.
.
.
fp1x1 + · · ·+ fpnxn ∈ Ii+1
il existe ε1, ..., εn ∈ Ii+1−i0 tels que
f11x1 + · · ·+ f1nxn = f11 ε1 + · · ·+ f1nεn
.
.
.
.
.
.
.
.
.
fp1x1 + · · ·+ fpnxn = fp1 ε1 + · · ·+ fpnεn
En posant xk = xk − εk, ela est équivalent à e que pour tout x1, ..., xn ∈ A qui
vérient le système (1) préédent, il existe x1,..., xn ∈ A tels que
f11x1 + · · ·+ f1nxn = 0
.
.
.
fp1x1 + · · ·+ fpnxn = 0
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et xk − xk ∈ Ii+1−i0 . Cette dernière ondition est exatement équivalente à dire
que l'idéal (f) admet une fontion de Artin bornée par i 7−→ i+ i0.
La dernière assertion déoule du fait que si A est n÷thérien nous avons le lemme
d'Artin-Rees (f. [13℄ par exemple). 
Remarque 2. T. Wang [24℄ a aratérisé le plus petit i0 de la proposition préé-
dente, dans le as où A = k[[T1, ..., TN ]] et I est son idéal maximal, en terme de
bases standards.
4. Théorème d'Izumi et version stable du lemme d'Artin-Rees
4.1. Théorème d'Izumi et majoration stable de la fontion de Artin d'une
famille de polynmes linéaires. Nous donnons ii l'énoné d'un théorème d'Izumi
que nous interprétons en terme de linéarité de la fontion de Artin d'un ertain type
de polynme. Nous donnons tout d'abord une dénition :
Dénition 4.1. Soit (R, I) un ouple n÷thérien où R est loal et I un idéal
m-primaire ave m l'idéal maximal de R. Nous noterons νR, I la fontion à valeurs
dans N ∪ {∞} dénie par
∀x ∈ R\{0}, νR, I(x) = n⇐⇒ x ∈ In et x /∈ In+1
et νR,I(0) =∞.
On appelle ette fontion l'ordre I-adique sur R.
Soit I un idéal de R, nous noterons νI,I pour νR/I,I quand auune onfusion sur
R ne sera possible. Dans le as où I = m est l'idéal maximal de R, nous noterons
νR := νR,I et νI := νR/I,I (la dernière notation n'est à pas onfondre ave la
valuation I-adique).
Une telle dénition est liite d'après le lemme de Nakayama.
Soit R un anneau loal n÷thérien et I un idéal m-primaire de R. Il est lair que
nous avons νI,I(gh) ≥ νI,I(g) + νI,I(h) ∀g, h ∈ R. Il y a égalité si et seulement
si GrI (R/I) est intègre. Nous dirons que νI,I admet une inégalité omplémentaire
linéaire (ICL) si il existe a et b réels tels que
νI,I(gh) ≤ a(νI,I(g) + νI,I(h)) + b ∀g, h ∈ R.
Nous dirons dans e as que a et b sont des onstantes apparaissant dans une ICL
pour (R, I). Nous pouvons remarquer que si a et b existent, alors néessairement
a ≥ 1 et b ≥ 0.
Nous avons alors le
Théorème 4.2. [10℄ Soit R un anneau loal n÷thérien. Alors il existe deux on-
stantes a et b telles que
νR(gh) ≤ a(νR(g) + νR(h)) + b ∀g, h ∈ R\{0}
si et seulement si R est analytiquement irrédutible.
Soit I un idéal de A, un anneau loal n÷thérien, engendré par f1,..., fp. Nous
notons R := A/I. Notons alors iI le plus petit entier tel que i 7−→ i + iI majore
la fontion de Artin de f1X1 + · · ·+ fpXp ∈ A[X ]. Pour tout x ∈ A, notons βx la
fontion de Artin de xX0 + f1X1 + · · ·+ fpXp. Nous avons alors la
Proposition 4.3. Ave les notations préédentes, nous avons :
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(i) Si R admet une ICL ave les oeients a et b, alors, pour tout x ∈ A,
nous avons la majoration uniforme suivante :
∀i ∈ N βx(i) ≤ ai+ aνI(x) + aiI + b.
(ii) Si nous avons une majoration uniforme de la fontion βx par une fontion
de la forme i 7−→ ai+ cνI(x) + b, ave a+ c ≥ 1, alors le polynme XY +∑
k fiXi ∈ A[X, Y, X1, ..., Xp] admet une fontion de Artin bornée par la
fontion i 7−→ (a+c)(i+iI)+max(b, iI), et de plus l'idéal I est soit premier,
soit m-primaire.
(iii) Si le polynme XY +
∑
k fiXi admet une fontion de Artin bornée par la
fontion i 7−→ ai+ b et si I est premier alors R admet une ICL
νI(gh) ≤ a(νI(g) + νI(h)) + b ∀g, h ∈ R.
Preuve : Montrons (i) :
Soient x0, x1, ..., xp ∈ A tels que
xx0 + f1x1 + · · ·+ fpxp ∈ mai+aνI (x)+aiI+b+1.
Nous avons don νI(xx0) ≥ ai+ aνI(x) + aiI + b+ 1. D'où
a(νI(x) + νI(x0)) + b ≥ ai+ aνI(x) + aiI + b+ 1
νI(x0) ≥ i+ iI + 1.
Nous avons don x0 =
∑
k fkzk + x
′
0 ave ord(x
′
0) ≥ i+ iI + 1, e qui implique que
p∑
k=1
fk(xk + xzk) ∈ mi+iI+1
ar a ≥ 1. Il existe don, par dénition de iI , des tk ∈ A qui vérient
∀k ≥ 1 tk ∈ xk + xzk +mi+1
et
p∑
k=1
fktk = 0 .
Nous posons alors x0 =
∑
k fkzk et xk = tk − xzk pour k ≥ 1. Nous avons alors
xx0 + f1x1 + · · ·+ fpxp = 0 et ∀k xk − xk ∈ mi+1.
Don βx(i) ≤ ai+ aνI(x) + aiI + b pour tout i dans N.
Montrons maintenant (ii) :
Nous allons tout d'abord montrer la majoration de la fontion de Artin annonée,
puis nous montrerons que I est soit premier, soit m-primaire.
Soient a, b et c omme dans l'énoné. Fixons tout d'abord i ≥ iI . Nous allons
montrer que la fontion de Artin de XY +
∑
k fiXi est majorée par la fontion i 7−→
(a+ c)i+max(b, iI). Dans e as la fontion de Artin du polynme XY +
∑
k fiXi
sera majorée par i 7−→ (a+ c)(i+ iI) + max(b, iI) omme voulue.
Soit i ≥ iI et Soient x, y, x1,..., xp tels que
(2) xy + f1x1 + · · ·+ fpxp ∈ m(a+c)i+max(b, iI )+1.
Nous allons distinguer deux as, selon que x et y sont tous les deux dans I +mi+1
ou non.
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(1) Supposons que x et y sont dans I + mi+1, 'est-à-dire qu'il existe des z1,j
et des z2,j tels que x −
∑
j fjz1,j ∈ mi+1 et y −
∑
j fjz2,j ∈ mi+1. En
multipliant es deux termes nous voyons que
xy − x
∑
j
fjz2,j − y
∑
j
fjz1,j +
∑
j
fjz1,j
∑
j
fjz2,j ∈ m2i+1.
D'après ette relation et la relation (2), on est ramené à∑
j
fj(xj + yz1,j + xz2,j −
∑
l
flz1,lz2,j) ∈ mmin(2i, (a+c)i+iI )+1
Par dénition de iI , il existe don des tj tels que
∑
j fjtj = 0 et
tj −
(
xj + xz2,j + yz1,j −
∑
l
flz1,lz2,j
)
∈ mmin(2i, (a+c)i+iI )−iI+1 ⊂ mi+1.
Nous posons alors
x =
∑
j
fjz1,j , y =
∑
j
fjz2,j
et xj = tj −
(
xz2,j + yz1,j −
∑
l
flz1,lz2,j
)
= −
∑
l
flz2,lz1,j .
Nous avons don
xy +
∑
j
fjxj = 0,
et x− x, y − y et xj − xj ∈ mi+1 pour tout j.
(2) Supposons maintenant que x ∈ I+mk+1 et x /∈ I+mk+2 ave k < i. Notons
x =
∑
j
fjz1,j + x
′
ave νA(x
′) = k + 1 et x′ /∈ I + mνA(x′)+1. En partiulier, nous voyons que
νI(x) = νI(x
′) = k + 1. Nous avons alors
x′y +
∑
j
fj(xj + yz1,j) ∈ m(a+c)i+max(b, iI )+1.
Ou enore
x′y +
∑
j
fjx
′
j ∈ m(a+c)i+max(b, iI )+1
ave x′j = xj + yz1,j .
La fontion de Artin de x′Y +
∑
k fkX
′
k ∈ A[Y,X ′1, ..., X ′n] est majorée par
i 7−→ ai+ cνI(x′) + b ≤ (a+ c)i+ b.
Don il existe y ∈ y +mi+1 et x′j ∈ x′j +mi+1 tels que
x′y +
∑
j
fjx
′
j = 0 .
Posons alors
xj = x
′
j − yz1,j et x = x.
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Nous avons
xy +
∑
j
fjxj = (x
′ +
∑
j
fjz1,j)y +
∑
j
fj(x
′
j − yz1,j) = 0
et x− x ∈ mi+1, y − y ∈ mi+1 et xj − xj ∈ mi+1 pour tout j.
Don pour i ≥ iI la fontion de Artin de XY +
∑
k fiXi est bornée par la fontion
i 7−→ (a+ c)i+max(b, iI).
Montrons maintenant que I est premier ou m-primaire. Montrons tout d'abord
que I n'a qu'un idéal premier minimal assoié. Supposons le ontraire, 'est-à-dire
que nous avons I = I1∩I2 ave I 6= I1 et I 6= I2, où I1 est un idéal P -primaire ave
P premier, et P n'est pas un idéal premier assoié à I2. Soit x ∈ I1\I1 ∩ I2. Pour
tout entier l, il existe x(l) tel que νA(x(l)) ≥ l et x(l) = x + x(l) /∈ P . En eet,
si ela n'était pas possible, nous aurions x + ml ⊂ P pour l ∈ N. Par onséquent,
omme x ∈ P et que P est premier, nous avons m ⊂ P , et don m = P , e qui est
impossible par hypothèse sur P .
Choisissons alors y ∈ I2\I1 ∩ I2. Il existe un entier k tel que y /∈ I1 +mk ar y /∈ I1.
Nous avons xy ∈ I1I2 ⊂ I, il existe don des xj tels que
x(l)y = xy + x(l)y = −
∑
j
fjxj + x(l)y.
Don x(l)y +
∑
j fjxj ∈ ml. Si y, x1, ..., xp vérient x(l)y +
∑
j fjxj = 0, alors
x(l)y ∈ I ⊂ I1 ⊂ P . Don y ∈ I1, ar x(l) /∈ P et I1 et P -primaire. Don y−y /∈ mk.
D'autre part, pour l assez grand (en fait pour l > νI(x)), nous avons νI(x(l)) =
νI(x) < +∞. La fontion de Artin βx n'est don pas majorée uniformément par une
fontion de νI(x), e qui est ontraditoire ave l'hypothèse, et don I n'a qu'un
idéal premier minimal assoié.
Supposons maintenant que I n'a qu'un idéal minimal assoié mais que I n'est ni
premier ni m-primaire. C'est-à-dire I est P -primaire, I 6= P et P 6= m. L'idéal P
est de la forme (I : y) ave y /∈ I. Soit x ∈ P\P ∩ I. Alors xy ∈ I par dénition de
y.
Pour tout entier l, il existe x(l) tel que νA(x(l)) ≥ l et x(l) = x+ x(l) /∈ P . Si ela
n'était pas possible, alors, omme préédemment, nous aurions P = m e qui est
ontraire à l'hypothèse don impossible.
Il existe un entier k tel que y /∈ I + mk ar y /∈ I. Or xy ∈ I, don il existe des xj
tels que
x(l)y = xy + x(l)y = −
∑
j
fjxj + x(l)y.
Don x(l)y+
∑
j fjxj ∈ ml. Comme préédemment, si y, x1, ..., xp vérient x(l)y+∑
j fjxj = 0, alors x(l)y ∈ I ⊂ P , don y ∈ I ar x(l) /∈ P et I est P -primaire. Don
y− y /∈ mk. Comme préédemment, la fontion de Artin βx n'est don pas majorée
uniformément par une fontion de νI(x) et don I est premier ou m-primaire.
Montrons nalement (iii) :
Soient x, y et i tels que a(i + 1) + b ≥ νI(xy) ≥ ai + b + 1. C'est-à-dire xy ∈
I + mai+b+1. Il existe alors des zk tel que xy +
∑
k fkzk ∈ mai+b+1. Il existe don
x, y et zk tels que xy +
∑
k fkzk = 0 et x − x ∈ mi+1, y − y ∈ mi+1. Comme I est
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premier, alors soit y ∈ I, soit x ∈ I. D'où soit νI(x) ≥ i + 1, soit νI(y) ≥ i + 1.
C'est-à-dire
soit aνI(x) + b ≥ νI(xy),
soit aνI(y) + b ≥ νI(xy).
Nous avons don
ν(xy) ≤ amax(νI(x), νI(y)) + b ≤ a(νI(x) + νI(y)) + b.
D'où le résultat. 
Remarque 3. La preuve de ii) préédente nous montre en fait que, si I n'est ni
premier ni m-primaire, nous n'avons auune majoration uniforme de βx par une
fontion de νI(x) (même non ane).
4.2. Version stable du lemme d'Artin-Rees. Nous avons en fait le résultat
suivant dû à Rees [18℄ qui est un peu plus fort que elui d'Izumi :
Théorème 4.4. [18℄ Soit R un anneau loal n÷thérien. Alors R est analytiquement
irrédutible si pour au moins un idéal I m-primaire, et seulement si pour tout idéal
I m-primaire, il existe deux onstantes a et b telles que
νR,I(gh) ≤ νR, I(g) + aνR,I(h) + b ∀g, h ∈ R\{0} .
Nous en déduisons le
Théorème 4.5. Soient A un anneau loal n÷thérien, I un idéal de A et I un idéal
m-primaire de A où m est l'idéal maximal de A, tels que A/I soit analytiquement
irrédutible. Alors pour tout x ∈ A, nous avons la majoration uniforme suivante :
∀i ∈ N βx(i) ≤ i+ aνI,I(x) + iI + b
où βx est la fontion de Artin de xX0 + f1X1 + · · ·+ fpXp pour le ouple (A, I).
Preuve : Soient x0, x1, ..., xp ∈ A tels que
xx0 + f1x1 + · · ·+ fpxp ∈ Ii+aνI, I(x)+iI+b+1.
Nous avons don νI,I(xx0) ≥ i+ aνI,I(x) + iI + b+ 1. D'où
aνI,I(x) + νI,I(x0) + b ≥ i+ aνI,I(x) + iI + b+ 1
νI,I(x0) ≥ i+ iI + 1.
Nous avons don x0 =
∑
k fkzk+x
′
0 ave νA,,I(x
′
0) ≥ i+ iI+1, e qui implique que
p∑
k=1
fk(xk + xzk) ∈ Ii+iI+1.
Il existe don, par dénition de iI , des tk ∈ A qui vérient
∀k ≥ 1 tk ∈ xk + xzk + Ii+1 et
p∑
k=1
fktk = 0 .
Nous posons alors x0 =
∑
k fkzk et xk = tk − xzk pour k ≥ 1. Nous avons alors
xx0 + f1x1 + · · ·+ fpxp = 0 et ∀k xk − xk ∈ Ii+1 . 
Nous pouvons alors formuler une version stable du lemme d'Artin-Rees :
LEMME D'ARTIN-REES, THÉORÈME D'IZUMI ET FONCTION DE ARTIN 11
Théorème 4.6. Soient A un anneau n÷thérien, I un idéal P -primaire de A ave
P premier et I ⊂ P un idéal de A tel que AP /IAP soit analytiquement irrédutible.
Supposons que
i) ∀k ≥ 1, IkAP ∩ A = Ik,
ii) ∀k ≥ 1, ∀x ∈ P, ((x) + I)IkAP ∩ A = ((x) + I)Ik.
Alors il existe a ≥ 1 et b ≥ 0 tels que nous ayons la version faible d'Artin-Rees
uniforme suivante
((x) + I) ∩ Ii+aνI, I(x)+b ⊂ ((x) + I)Ii ∀x ∈ P ∀i ∈ N.
Preuve : D'après i), les ordres νA,I et νAP ,IAP sont égaux. D'après le théorème
préédent et le théorème 3.1, il existe a et b tels que
((x) + I)AP ∩ Ii+aνI, I(x)+bAP ⊂ ((x) + I)IiAP ∀x ∈ PAP ∀i ∈ N
ar AP /IAP est analytiquement irrédutible. Choisissons x ∈ P et i ∈ N, nous
avons alors
((x) + I) ∩ Ii+aνI, I(x)+b ⊂ ((x) + I)AP ∩ Ii+aνI, I(x)+bAP ⊂ ((x) + I)IiAP .
Le résultat déoule alors de l'hypothèse ii). 
Remarque 4. Cei est vrai en partiulier si A est loal, P = m est son idéal
maximal, I est m-primaire et A/I est analytiquement irrédutible.
Remarque 5. Il existe deux versions de e que l'on appelle lemme d'Artin-Rees
uniforme [8℄ et [3℄ qui sont à ne pas onfondre ave ette version stable.
4.3. Exemples. Nous donnons ii quelques exemples expliites, toujours dans le
as où l'idéal I est l'idéal maximal de l'anneau A. Nous noterons alors m et idéal.
Dans la suite, l'anneau ON désignera indiéremment l'anneau des séries formelles
en N variables sur un orps k et l'anneau des séries onvergentes en N variables
sur k (quand ela a un sens). Nous noterons ord l'ordre m-adique sur ON .
4.3.1. Premier exemple. Si l'anneau gradué Grm
A
I est intègre alors νA, I est une
valuation, i.e.
νA, I(gh) = (νA, I(g) + νA, I(h)) ∀g, h ∈ A
En partiulier d'après le théorème 4.3, la fontion de Artin du polynme xX0 +
f1X1 + · · · + fpXp (où I = (f1, ..., fp)) est bornée par une fontion de la forme
i 7−→ i+ νA, I(x) + p.
C'est le as par exemple si I = (f) et f est irrédutible et homogène de degré p
dans ON .
4.3.2. Deuxième exemple. Nous allons donner tout d'abord le
Lemme 4.7. Soit L(X1, ..., Xn) = f1X1 + · · · + fnXn ∈ ON [X1, ..., Xn] ave
ord(f1) ≤ ord(f2) ≤ ... ≤ ord(fn). Supposons que les termes de plus bas ordre
(termes initiaux) des fk forment une suite régulière. Alors L admet une fontion
de Artin qui est majorée, pour tout i ≥ 0, par la fontion ane i 7−→ i+ ord(fn).
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Preuve : Les termes initiaux des fk formant une suite régulière, les fk forment
une suite régulière et nous savons don que les zéros de L sont de la forme(
n∑
k=1
fkz(k, 1), ...,
n∑
k=1
fkz(k, n)
)
ave z(k, j) = −z(j, k) pour tous k et j. En partiulier z(k, k) = 0 pour tout k.
Dans la suite, pour tout élément x de ON , nous noterons x(p) le terme homogène
de degré p de x.
Soient x1,..., xn ∈ ON tels que f1x1 + · · · + fnxn ∈ mi+ord(fn)+1. Si nous avons
minj(ord(fjxj)) ≥ i + ord(fn) + 1, nous posons xj = 0 pour tout j. Nous avons
L(x) = 0 et xj − xj ∈ mi+1 pour tout j.
Dans le as ontraire, nous allons onstruire, par réurrene sur minj(ord(fjxj)),
des éléments xj , pour tout j, tels que
∑
j fjxj = 0 et xj −xj ∈ mi+ord(fn)−ord(fj)+1
pour tout j.
Comme minj(ord(fjxj)) < i+ ord(fn) + 1, nous avons
in
 n∑
j=1
fj(ord(fj))xj(ord(xj))
 = 0
où in(x) désigne le terme initial de x pour ord. C'est-à-dire∑
j∈I1
fj(ord(fj))xj(ord(xj)) = 0
où I1 est l'ensemble
I1 := {j ∈ {1, ..., n} / ord(fjxj) ≤ ord(fkxk), ∀k ∈ {1, ..., n}} .
Il existe don des polynmes homogènes z1(k, j) ∈ ON tels que
z1(k, j) = 0 si j /∈ I1, z1(k, j) = −z1(j, k)
et xj(ord(xj)) =
n∑
k=1
fk(ord(fk))z
1(k, j) pour tout j ∈ I1
ar les termes initiaux des fj , où j ∈ I1, forment une suite régulière. Nous posons
alors
x1j = xj −
n∑
k=1
fkz
1(k, j) ∀j.
Nous avons don f1x
1
1 + · · ·+ fnx1n ∈ mi+ord(fn)+1 et ord(x1j ) > ord(xj) si j ∈ I1 et
ord(x1j ) = ord(xj) sinon. Nous avons aussi que
min
j
(ord(fjxj)) < min
j
(ord(fjx
1
j )).
Nous pouvons alors ontinuer e proessus jusqu'au rang l de manière à avoir on-
truit des xlj tels que fjx
l
j ∈ mi+ord(fn)+1 pour tout j ave
xlj = xj −
n∑
k=1
fkz(k, j) tels que z(k, j) = −z(j, k) ∀k, j.
C'est-à-dire qu'il existe xj =
∑n
j=1 fkz(k, j) tels que
f1x1 + · · ·+ fnxn = 0
et ∀j, xj − xj ∈ mi+ord(fn)−ord(fj)+1 ⊂ mi+1. 
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Nous en déduisons le
Corollaire 4.8. Soit I = (f1, ..., fn) un idéal de ON . Si l'idéal engendré par les
termes initiaux des éléments de I est premier et d'intersetion omplète alors nous
avons l'inégalité
νI(gh) ≤ 2(νI(g) + νI(h)) + 3max
k
{ord(fk)} ∀f, g ∈ ON .
Preuve : Soit f1, ..., fn une famille d'éléments de I dont les termes initiaux
forment une suite régulière et engendrent l'idéal des termes initiaux de I. Alors
ette famille engendre I en tant qu'idéal. Soit f ∈ ON et f ′ son reste après division
par I (théorème de division d'Hironaka f. [1℄). Si f ′ = 0, alors f ∈ I et la fontion
de Artin de fX0 + f1X1 + · · ·+ fnXn est bornée par i 7−→ i+ iI .
Si f ′ 6= 0, alors νI(f) = νI(f ′), et la suite formée des termes initiaux des fl et
du terme initial de f ′ est régulière. En eet, en notant in(g) le terme initial de
g ∈ ON , supposons qu'il existe x ∈ in(I+(f)) tel que nous ayons x in(f ′) = 0 dans
in(I + (f))/(in(f1, ..., fn)). Comme in(I) est premier, néessairement x ∈ in(I) et
don la suite (in(f1), ..., in(fn), in(f
′)) est régulière.
D'après le théorème 3.1, la fontion de Artin de fX0+ f1X1+ · · ·+ fnXn est égale
à elle de f ′X0 + f1X1 + · · ·+ fnXn, qui est bornée, d'après le lemme 4.7, par
i 7−→ i+max{ord(f ′), ord(fk)} ≤ i+ ord(f ′) + max
k
{ord(fk)}.
En utilisant alors le (ii) de la proposition 4.3 (a = c = 1 et b = maxk{ord(fk)}), nous
voyons que le polynme XY +
∑
k fkZk admet une fontion de Artin bornée par la
fontion i 7−→ 2(i + iI) + max (maxk{ord(fk)}, iI) (iI est une onstante telle que
i 7−→ i+ iI majore la fontion de Artin de
∑
k fkZk). Comme iI ≤ maxk{ord(fk)}
d'après le lemme 4.7, le polynme XY +
∑
k fkZk admet une fontion de Artin
bornée par la fontion i 7−→ 2i + 3maxk{ord(fk)}. En utilisant alors le (iii) de la
proposition 4.3, nous déduisons le résultat. 
4.3.3. Troisième exemple. Soit f = T 21 + g(T2, T3) ∈ O3 ave g(0, 0) = 0. Alors
d'après [10℄, (f) admet une ICL ave les oeients 1 et ord(g) − 2 si ord(g) est
impair. En utilisant le (i) de la proposition 4.3 (a = 1 et b = ord(g) − 2), nous
voyons que la fontion de Artin de xX0 + fX1 est bornée par
i 7−→ i+ ν(f),m(x) + ord(g)− 2 + i(f)
où i(f) est tel que i 7−→ i+ i(f) majore la fontion de Artin de fX1. En partiulier
nous pouvons hoisir i(f) = ord(f) = 2. Don la fontion de Artin de xX0 + fX1
est bornée par
i 7−→ i+ ν(f),m(x) + ord(g).
4.3.4. Quatrième exemple. Nous allons donner une ICL dans le as où f = T k1 +g ∈
ON ave ord(g) = k+1 et T1 ne divisant pas le terme initial de g. Nous avons tout
d'abord le
Lemme 4.9. Soit f = T k1 + g ave ord(g) = k + 1 et T1 ne divisant pas le terme
initial de g. Alors pour tout h la fontion de Artin de fX + hY est bornée par
i 7−→ i+max{k, νf,m(h) + 1}.
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Preuve : Soit h = af + h0T
l
1 +
∑
j≥1 hj ave l < k et T1 ne divisant pas h0,
et les hj sont homogènes de degré j > ord(h0) + l et ne sont pas divisibles par T
k
1 .
Notons h′ = h0T
l
1 +
∑
j≥1 hj .
Soient x et y tels que fx+ hy ∈ mi+max{k, νf,m(h)}+2. Nous avons don
f(x+ ay) + h′y ∈ mi+max{k, νf,m(h)}+2.
Nous pouvons faire le hangement de variables X = X + aY , Y = Y et supposer
que h = h′.
Notons xj le terme homogène de degré j dans l'ériture de x (idem pour y). Si
ord(x) ≥ i + max{k, νf,m(h) + 1} − k + 1 ≥ i + 1, nous posons x = y = 0. Nous
avons bien x− x, y − y ∈ mi+1 et fx+ h′y = 0.
Autrement nous avons
T k1 xord(x) + h0T
l
1yord(y) = 0
T k1 xord(x)+1 + in(g)xord(x) + h0T
l
1yord(y)+1 + h1yord(y) = 0.
La première équation nous donne que T k−l1 divise yord(y). La seonde équation nous
donne alors que T
min{l, k−l}
1 divise xord(x).
Si l ≤ k − l alors nous avons x
ord(x) = h0T
l
1z0 et yord(y) = −T k1 z0. Nous posons
alors x(1) = x − hz0 et y(1) = y + fz0. Nous avons ord(x(1)) > ord(x) et
ord(y(1)) > ord(y).
Si l > k− l, la première équation nous donne que T 2(k−l)1 divise yord(y) et la seonde
que T
min{l, 2(k−l)}
1 divise xord(x).
Par indution nous pouvons ontinuer ette proédure jusqu'au rang p tel que
l ≤ p(k − l) et tel que Tmin{l, p(k−l)}1 = T l1 divise xord(x). Il existe don z0 tel
que x
ord(x) = h0T
l
1z0 et yord(y) = −T k1 z0. Nous posons alors x(1) = x − hz0 et
y(1) = y + fz0. Nous avons ord(x(1)) > ord(x) et ord(y(1)) > ord(y).
Nous reommençons alors la proédure préédente et nous onstruisons ainsi z tel
que ord(x − hz) ≥ i+max{k, νf,m(h)} − k + 1 ≥ i + 1. Nous posons alors x = hz
et y = −fz. Clairement x− x, y − y ∈ mi+1 et fx+ h′y = 0. 
D'après le (ii) la proposition 4.3 (ave a = c = 1 et b = k), nous voyons don
que le germe d'hypersurfae déni par f = T k1 + g = 0 ave ord(g) = k + 1 et
pgd(T1, in(g)) = 1 admet une ICL :
ν(f),m(gh) ≤ 2(ν(f),m(g) + ν(f),m(h)) + 3k ∀g, h ∈ ON .
5. Etude de la fontion de Artin de X1X2 −X3X4
Nous donnons ii un exemple de polynme dont la fontion de Artin n'est pas
bornée par une fontion ane. L'idée est d'utiliser le fait que la fontion de Artin de
X1X2 − (T1T2 − T i3)X4 ∈ ON [X1, X2, X4] pour N ≥ 3 est la fontion k 7−→ ik− 1
(f. exemple 5.6 (iv) de [10℄) et que tout élément égal à T1T2−T i3 modulo mi+1 est
toujours irrédutible. Ce polynme peut être alors vu omme une spéialisation
du polynme X1X2 −X3X4 ∈ ON [X1, X2, X3, X4].
Théorème 5.1. La fontion de Artin du polynme
X1X2 −X3X4 ∈ ON [X1, X2, X3, X4]
est bornée inférieurement par la fontion i 7−→ i2 − 1 si N ≥ 3.
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Nous savions déjà qu'en général une fontion de Artin n'était pas bornée par une
fontion ane (f. [19℄). L'exemple étudié ii orrespond à une singularité isolée
d'hypersurfae, dont la fontion de Artin-Greenberg a déjà été étudiée (f. [12℄).
Preuve : Appelons P le polynme X1X2 − X3X4 et xons un entier i ∈ N quel-
onque. Notons x1(i) := T
i
1, x2(i) := T
i
2 et x3(i) := T1T2 − T i3. Nous avons
x1(i)x2(i) =
(
x3(i) + T
i
3
)i
= x3(i)x4(i) + T
i2
3
ave x4(i) bien hoisi. Nous avons don
P (x1(i), x2(i), x3(i), x4(i)) ∈ mi2 .
Supposons que nous ayons x1, x2, x3 et x4 tels que P (x1, x2, x3, x4) = 0, alors
deux as peuvent se produire :
(1) soit x3−x3(i) ∈ mi+1. Alors x3 est irrédutible. En eet, supposons le ontraire,
'est-à-dire qu'il existe x et y tels que xy = x3. Alors xy − x3(i) ∈ mi+1, e qui est
impossible. En eet, d'après le lemme 5.2 dont nous donnons la preuve à la n, la
fontion de Artin du polynme XY − x3(i) vaut i, et ela impliquerait que x3(i)
est rédutible, e qui est lairement faux. Don soit x1 ∈ (x3), soit x2 ∈ (x3) ar
(x3) est irrédutible et ON est fatoriel. Or
sup
f∈ON
(
ord(x1(i)− fx3)
)
= sup
f∈ON
(
ord(x2(i)− fx3)
)
= i
ar x1(i)− fx3 = x1(i)− fx3(i) modulo mi et e dernier terme est non nul modulo
m
i
, le terme initial de x1(i) n'étant pas divisible par T1T2 (idem pour x2(i)).
(2) soit ord
(
x3 − x3(i)
) ≤ i.
Dans tous les as nous avons
sup
(
min
j=1,..,4
(ord(xj(i)− xj))
)
≤ i
où la borne supérieure est prise sur tous les 4-uplets (x1, x2, x3, x4) tels que
P (x1, x2, x3, x4) = 0. La fontion de Artin de P est don minorée par la fon-
tion i −→ i2 − 1. 
Nous donnons maintenant la preuve du lemme utilisé :
Lemme 5.2. La fontion de Artin du polynme XY − x3(i) ∈ ON [X, Y ] est la
fontion onstante égale à i.
Preuve : Soient x et y dans ON , non inversibles, tels que xy − x3(i) ∈ mi+1.
Erivons
x =
i+1∑
j=1
xj et y =
i+1∑
j=1
yj
où xj (resp. yj) est le terme homogène d'ordre j dans l'ériture de x (resp. de y).
Quitte à intervertir x et y, nous avons néessairement x1 = aT1 et y1 = a
−1T2.
Nous allons montrer par indution, que pour tout j ∈ {1, ..., i − 2}, xj ∈ (T1) et
yj ∈ (T2). Supposons que ei soit vrai pour j ∈ {1, ..., n − 1} ave n < i − 1. Le
terme homogène d'ordre n+ 1 de xy est nul ar n+ 1 < i. Nous avons alors
aT1yn + a
−1T2xn +
n−1∑
j=2
xjyn+1−j = 0
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Par hypothèse de réurrene,
∑n−1
j=2 xjyn+1−j ∈ (T1T2). Par fatorialité de ON ,
nous voyons don que yn ∈ (T2) et xn ∈ (T1).
Le terme homogène d'ordre i de xy est don égal à
aT1yi−1 + a
−1T2xi−1 +
i−2∑
j=2
xjyi−j .
Or e terme appartient à l'idéal engendré par T1 et T2. Il ne peut don pas être
égal à T i3. Il n'existe don pas de tels x et y, d'où le résultat. 
6. Fontion de Artin d'un monme
Nous allons utiliser ii les résultats préédents pour montrer que la fontion
de Artin de ertains polynmes, en partiulier des monmes, est bornée par une
fontion ane, dans le as où l'anneau de base est réduit ou analytiquement irré-
dutible. Nous avons tout d'abord le résultat suivant qui est un orollaire diret de
la proposition 4.3 :
Corollaire 6.1. Soit
g(X, Y, Zj) := XY +
p∑
j=1
fjZj
ave I = (f1, ..., fp) un idéal propre de A n÷thérien tel que A/I soit analytiquement
irrédutible. Alors g admet une fontion de Artin majorée par une fontion ane.
Nous donnons ensuite une généralisation du orollaire 6.1 :
Théorème 6.2. Soient A un anneau loal n÷thérien et I = (fj) un idéal de A tels
que A/I soit analytiquement irrédutible ou tels que A/I soit réduit et A vérie la
PA. Alors tout polynme à oeients dans A de la forme f
∏r
k=1X
nk
k +
∑p
j=1 fjZj
admet une fontion de Artin majorée par une fontion linéaire.
Remarque 6. Le théorème préédent est vrai en partiulier pour un monme
vu omme polynme à oeients dans un anneau analytiquement irrédutible ou
réduit et vériant la PA.
Preuve : Notons g(Xk, Zj) = f
∏r
k=1X
nk
k +
∑p
j=1 fjZj .
Première étape : Nous allons d'abord nous ramener au as où I = (0), 'est-à-dire
au as où g est un monme. Nous notons g(Xk) le polynme f
∏r
k=1X
nk
k ∈ A/I[Xk]
et supposons que e polynme admette une fontion de Artin bornée par une fon-
tion ane a 7−→ ai + b. Soient x1, ..., xr, z1, ..., zp tels que g(xk, zj) ∈ mi+1.
Alors g(xk) ∈ mi+1 et don il existe xk ∈ A tel que g(xk) = 0 dans A/I et
xk − xk ∈ m i−ba . Don il existe des z′j tels que f
∏r
k=1 x
nk
k =
∑
j fjz
′
j dans A. D'où∑
j fj(zj + z
′
j) ∈ m
i−b
a
et d'après Artin-Rees (théorème 3.1) il existe des tj tels que∑
j fjtj = 0 et tj − (zj + z′j) ∈ m
i−b
a
−i0
où i0 ne dépend que de I. Nous posons
alors zj = tj − z′j pour tout j. Nous avons alors g(xk, zj) = 0, et xk − xk ∈ m
i−b
a
et zj − zj ∈ m i−ba −i0 pour tous k et j. Il nous sut don de montrer que g admet
une fontion de Artin bornée par une fontion ane.
Deuxième étape : Nous allons nous ramener au as où f = 1. Nous avons
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f
∏r
k=1 x
nk
k = 0 si et seulement si
∏r
k=1 x
nk
k ∈ ((0) : f). De plus si nous avons
f
∏r
k=1 x
nk
k ∈ mi+1, alors d'après Artin-Rees, il existe i0 qui ne dépend que de
((0) : f), tel que
∏r
k=1 x
nk
k ∈ ((0) : f)mi−i0+1. Don montrer que le polynme
f
∏r
k=1X
nk
k ∈ A[Xk] admet une fontion de Artin bornée par une fontion ane
revient à montrer que
∏r
k=1X
nk
k ∈ A/((0) : f)[Xk] admet une fontion de Artin
bornée par une fontion ane.
Nous pouvons remarquer que si A est réduit et si xk ∈ ((0) : (f)) alors fxk = 0 et
don xf = 0 et x ∈ ((0) : f), d'où ((0) : f) est radial et A/((0) : f) est réduit.
De même nous pouvons remarquer que si A est analytiquement irrédutible alors
A est intègre et don ((0) : f) = (0). Don A/((0) : f) = A est analytiquement
irrédutible.
Troisième étape : Nous allons traiter le as où A/I est analytiquement irré-
dutible. Supposons que f = 1 et I = (0). Soit i ∈ N et soient x1, ..., xr tels que
g(xk) ∈ mi+1. Alors nous avons
νI(
r∏
k=1
xnkk ) ≥ i+ 1
et a
(
νI(
r−1∏
k=1
xnkk ) + νI(x
nr
r )
)
+ b ≥ i+ 1
où a et b sont les onstantes d'une ICL vériée par I. Par réurrene sur r il existe
k0 ∈ {1, ..., r} tel que
νI(x
nk0
k0
) ≥
⌊
i− b′
a′
⌋
+ 1
pour a′ et b′ des onstantes indépendantes des xk et de i et où ⌊c⌋ est la partie
entière de c. Ensuite si νI(x
n) ≥
⌊
i−b′
a′
⌋
+ 1, alors par réurrene sur n nous avons
νI(x) ≥
⌊
i− b′′
a′′
⌋
+ 1
pour a′′ et b′′ des onstantes indépendantes de x et de i. Il sut alors de poser
xk0 = 0 et xk = xk pour k 6= k0. Nous avons alors g(xk) = 0 et xk−xk ∈ m
⌊
i−b′′
a′′
⌋
+1
.
Don le théorème est prouvé pour A/I analytiquement irrédutible.
Quatrième étape : Nous allons montrer qu'il sut, dans le as où A est ré-
duit et vérie la PA, de montrer le résultat pour A omplet n÷thérien et régulier
et I radial. Cela déoule des lemmes 2.1 et 2.2, et du lemme suivant :
Lemme 6.3. ([11℄, setion 4) Soit A un anneau loal réduit n÷thérien vériant
la PA. Alors Â (le omplété de A pour la topologie m-adique) est réduit.
Dernière étape : Supposons maintenant que A est omplet, n÷thérien et
régulier et I radial et soient i ∈ N et x1, ..., xr, z1, ..., zp xés tels que g(xk, zj) ∈
m
i+1
. Soit
I = P1 ∩ · · · ∩ Pq
la déomposition primaire de I ave les Pj premiers. Alors nous avons
r∏
k=1
xnkk ∈ P1 ∩ ... ∩ Pq +mi+1 .
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Don pour tout j,
∏r
k=1 x
nk
k ∈ Pj + mi+1. Don d'après e qui préède, il existe k
tel que xk ∈ Pj + m⌊
i−d
c ⌋+1
ave c et d des onstantes qui ne dépendent que des
Pj . Fixons k ∈ {1, ..., r}. Notons Jk l'ensemble des j tel que xk ∈ Pj + m⌊
i−d
c ⌋+1
.
Si Jk = ∅, nous posons alors xk = xk. Dans le as ontraire, pour tout j ∈ Jk,
xk =
∑
l∈Hj
pj,lxj,l +mk,j
où les pj,l (quand l parourt l'ensemble Hj) engendrent Pj et mk,j ∈ m⌊
i−d
c ⌋+1
pour tout j. Soit lj1,j2 la forme linéaire
lj1,j2(Xj1,l, Xj2,l′) :=
∑
l∈Hj1
pj1,lXj1,l −
∑
l′∈Hj2
pj2,l′Xj2,l′ .
Nous avons lj1,j2(xj1,l, xj2,l′) ∈ m⌊
i−d
c ⌋+1
pour tout j1 et j2 dans Jk. D'après le
théorème 3.1, pour tous j ∈ Jk et pour tout l ∈ Hj , il existe don des xj,l ∈
xj,l +m
⌊
i−d′
c′
⌋
+1
tels que :
lj1,j2(xj1,l, xj2,l′) = 0 pour tout j1, j2 ∈ Jk, tout l ∈ Hj−1 et tout l′ ∈ Hj2 ,
ave c′ et d′ des onstantes qui ne dépendent que des Pj . Nous notons alors xk =∑
pj1,lxj1,l et d'après e qui préède
∀k xk ∈
 ⋂
j∈Jk
Pj
 ∩ (xk +m⌊ i−d′c′ ⌋+1) .
Comme ∪kJk = {1, ..., r}, nous avons
r∏
k=1
xnkk ∈ I ∩ (
r∏
k=1
xnkk +m
⌊
i−d′
c′
⌋
+1
) .
Don il existe des z∗j tels que
∏r
k=1 x
nk
k +
∑p
j=1 fjz
∗
j = 0 ou enore
p∑
j=1
fj(z
∗
j − zj) ∈ m
⌊
i−d′
c′
⌋
+1
.
Don, d'après le lemme d'Artin-Rees, il existe des εj ∈ m
⌊
i−d′′
c′′
⌋
+1
tels que
∑
fj(z
∗
j−
zj + εj) = 0, où c
′′
et d′′ ne dépendent que des Pj et de I. Nous posons alors
zj = zj − εj pour tout j. Nous avons don
r∏
k=1
xnkk +
p∑
j=1
fjzj = 0
et
∀j ∀k, xk − xk, zj − zj ∈ m
⌊
i−d′′
c′′
⌋
+1
. 
Exemple 6.4. Soit f un germe de fontion de Nash (resp. de fontion holomor-
phe). Alors si f = gh ave g et h deux séries formelles non inversibles alors f peut
s'érire omme le produit de deux germes de fontions de Nash (resp. de deux fon-
tions holomorphes) non inversibles.
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Exemple 6.5. Il est en général faux que XY admette une fontion de Artin.
Considérons par exemple l'anneau
A :=
k[T1, T2](T1,T2)
T 21 − T 22 (1 + T2)
ave k un orps de aratéristique nulle.
A est irrédutible mais pas analytiquement irrédutible. Nous avons la relation
T 21 −T 22 (1+T2) = (T1−T2
√
1 + T2)(T1 +T2
√
1 + T2) où
√
1 + T2 est une des deux
séries formelles dont le arré vaut 1+T2. Soit
(√
1 + T2
)
n
la série
√
1 + T2 tronquée
à l'ordre n. Nous avons
ord
((√
1 + T2
)
n
−
√
1 + T2
)
= n+ 1.
Regardons le polynme g(X, Y, Z) = XY − (T 21 − T 22 (1 + T2))Z de l'anneau
k[T1, T2](T1,T2)[X, Y, Z]. Posons
xn = T1
(
T1 − T2
(√
1 + T2
)
n
)
, yn = T1 + T2
(√
1 + T2
)
n
et z = T1.
Nous avons xnyn − (T 21 − T 22 (1 + T2))z ∈ mn+4 pour tout entier n ≥ 1. Or xn /∈
(T 21 − T 22 (1 + T2)) + m3 et yn /∈ (T 21 − T 22 (1 + T2)) + m2. Don il n'existe pas de
solution de g prohe de (xn, yn, z) pour la topologie m-adique.
La preuve préédente est onstrutive, dans le sens où l'on peut donner une
expression d'une fontion ane bornant la fontion de Artin de g en terme de
oeients apparaissant dans des ICL et de oeients pour lesquels le lemme
d'Artin-Rees est vérié pour des idéaux dépendants de I. Néanmoins es bornes
peuvent être améliorées à l'aide d'un théorème dû à D. Rees. Nous donnons un
exemple i-dessous.
6.1. Bornes expliites. Nous allons donner ii deux majorations anes de la
fontion de Artin du polynme Xn +
∑
j fjZj : l'une à l'aide du théorème d'Izumi
et l'autre à l'aide d'un théorème de Rees (f. théorème 6.7).
Lemme 6.6. Soient A un anneau loal n÷thérien omplet et I un idéal radial
de A engendré par f1, ..., fp. Soit g(X, Zj) := X
n +
∑
j fjZj . Alors g admet une
fontion de Artin majorée par
i 7−→ (2a)⌊ln2(n)⌋+1(i+ iP + iI) + b(1 + 2a+ · · ·+ (2a)⌊ln2(n)⌋)
où a et b sont les plus petites onstantes d'une ICL vériée par tous les idéaux pre-
miers assoiés à I, iP est la plus petite onstante pour laquelle le lemme d'Artin-
Rees est vérié pour les idéaux engendré par deux idéaux premiers assoiés à I et
iI est la plus petite onstante pour laquelle le lemme d'Artin-Rees est vérié pour
I ('est-à-dire I ∩mi+iI ⊂ Imi).
Preuve : Soient x et des zj tels que
xn +
∑
j
fjzj ∈ m(2a)⌊ln2(n)⌋+1(i+iP +iI )+b(1+2a+···+(2a)⌊ln2(n)⌋)+1.
Soit
I = P1 ∩ · · · ∩ Pr
la déomposition primaire de I ave les Pl premiers. Alors
νPl(x
n) ≥ (2a)⌊ln2(n)⌋+1(i+ iP + iI) + b(1 + 2a+ · · ·+ (2a)⌊ln2(n)⌋) + 1
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pour tout l.
Nous pouvons onstruire la suite suivante par réurrene (où n0 = n) :
Si nk est pair on pose nk+1 =
nk
2 , sinon on pose nk+1 =
nk+1
2 . Erivons nk et nk+1
en base 2 :
nk = α0 + α12 + · · ·+ αq−12q−1 + 2q (q = ⌊ln2(nk)⌋)
nk+1 = β0 + β12 + · · ·+ βq−12q−1 + βq2q
ave les αj et les βj dans {0, 1}.
Si α0 = 0, alors βq = 0 et βq−1 = 1. Si α0 = α1 = · · · = αq−1 = 1 alors β0 = β1 =
· · · = βq−1 = 0 et βq = 1. Si l'un des αj , pour 0 ≤ j ≤ q − 1, est nul, alors βq = 0.
Si α0 = α1 = · · · = αq−1 = 0 alors β0 = β1 = · · · = βq−2 = 0 et βq−1 = 1. Nous
voyons don, si q = ⌊ln2(n)⌋, que nq = 1 ou nq+1 = 1.
Don, d'après les hypothèses, nous avons
νPl(x
n1) ≥ (2a)⌊ln2(n)⌋(i + iP + iI) + b(1 + 2a+ · · ·+ (2a)⌊ln2(n)⌋−1) + 1 .
Par indution nous avons alors
νPl(x) ≥ i+ iP + iI + 1 .
Il existe don des xl,j tels que x −
∑
j pl,jxl,j ∈ mi+iP+iI+1 où les pl,j engen-
drent Pl. D'après la dernière étape de la preuve du théorème 6.2, il existe don
x ∈ (P1 ∩ ... ∩ Pr) ∩
(
x+mi+iI+1
)
.
Il existe alors des z∗j tels que x =
∑
j fjz
∗
j et x −
∑
j fjz
∗
j ∈ mi+iI+1. Notons
xn =
∑
j fjz
∗∗
j ave les z
∗∗
j dans A. Nous avons alors
∑
j fj(zj + z
∗∗
j ) ∈ mi+iI+1
et il existe alors des tj ∈ zj + z∗∗j + mi+1 tels que
∑
j fjtj = 0. On pose alors
zj = tj − z∗∗j . Nous avons bien g(x, zj) = 0 et x− x ∈ mi+1 et zj − zj ∈ mi+1 pour
tout j. 
Nous voyons ii que le oeient λ de la fontion i −→ λi + c dérite i-dessus
est de la forme nc pour une onstante c ≥ 1. Il est possible dans e as d'améliorer
ette borne à l'aide du théorème suivant :
Théorème 6.7. [16℄ Soit A un anneau loal et n÷thérien et I un idéal de A tel
que A/I est non ramié. Alors, pour tout x dans A, la limite limn
νI(x
n)
n existe et
est égale à la limite supérieure de ette suite. Notons νI la fontion dénie par
∀x ∈ A, νI(x) = lim
n
νI(x
n)
n
.
Il existe alors une onstante c ≥ 0 telle que
∀x ∈ A, νI(x) ≤ νI(x) ≤ νI(x) + c.
Pour un entier c nous notons ⌈c⌉ sa partie entière supérieure, 'est-à-dire ⌈c⌉ = c
si c est entier et ⌈c⌉ = ⌊c⌋ + 1 si c n'est pas entier. Nous pouvons alors déduire le
lemme suivant
Lemme 6.8. Soit A un anneau loal n÷thérien omplet et I un idéal radial de A
engendré par f1, ..., fp. Soit g(X, Zj) := X
n+
∑
j fjZj . Alors g admet une fontion
de Artin majorée par la fontion
i 7−→ n
⌈
i+ iI
n
⌉
+ nc ≤ i+ iI + n(c+ 1)
LEMME D'ARTIN-REES, THÉORÈME D'IZUMI ET FONCTION DE ARTIN 21
où c est la plus petite onstante telle que ∀x ∈ A, νI(x) ≤ νI(x)+ c et iI est la plus
petite onstante pour laquelle le lemme d'Artin-Rees est vérié pour I ('est-à-dire
I ∩mi+iI ⊂ Imi).
Preuve : Soient x et des zj tels que
xn +
∑
j
fjzj ∈ mn⌈
i+iI
n ⌉+nc+1
ave les notations du lemme. Alors
νI(x
n)
n
≤ νI(x) ≤ νI(x) + c
d'après le théorème de Rees. Or nous avons νI(x
n) ≥ n ⌈ i+iIn ⌉ + nc + 1, don
νI(x) ≥
⌈
i+iI
n
⌉
+ 1. Il existe alors des z∗j tels que x −
∑
j fjz
∗
j ∈ m⌈
i+iI
n ⌉+1
, 'est-
à-dire x =
∑
j fjz
∗
j + ε ave ε ∈ m⌈
i+iI
n ⌉+1
. D'où xn =
∑
j fjRj(z
∗
j , ε) + ε
n
ave
Rj des polynmes en p + 1 variables. D'où
∑
j fj(zj + Rj(z
∗
j , ε)) ∈ mi+iI+1 et il
existe alors des tj ∈ zj + Rj(z∗j , ε) + mi+1 tels que
∑
j fjtj = 0. On pose alors
zj = tj −Rj(z∗j , ε) et x =
∑
j fjz
∗
j . 
Nous allons maintenant utiliser e dernier lemme pour obtenir des déterminations
expliites de ltures intégrales approhées d'idéaux.
7. Appliation à des déterminations expliites de ltures intégrales
approhées d'idéaux
7.1. Clture intégrale approhée d'un idéal. Nous ommençons tout d'abord
par rappeler ertains résultats onnus. Si I est un idéal d'un anneau A intègre,
nous notons I sa lture intégrale. Il est bien onnu (voir par exemple [5℄) que
I ⊂ I ⊂ √I . En partiulier si I est radial alors I = I. D'autre part si A est
prinipal, alors I = I.
D. Delno et I. Swanson ont montré le théorème suivant qui est une généralisation
d'un théorème de Rees [17℄ :
Théorème 7.1. [4℄ Soit (A,m) un anneau loal n÷thérien exellent. Soit I un
idéal de A. Alors il existe a et b des entiers tels que
I +mai+b ⊂ I +mi ∀i ∈ N
ou enore I +mi ⊂ I +m⌊ i−ba ⌋ ∀i ∈ N.
Pour prouver e théorème, D. Delno et I. Swanson se ramènent au as où I est
prinipal et A omplet et normal. Dans e as elles montrent que tout élément de
I +mi vérie une relation de la forme
Xn +Xn−1
∑
j
gjX1,j + · · ·+
∑
j1≤···≤jn
gj1 ...gjnXn,j1,...,jn ∈ m⌊
i
l ⌋
où n et l sont indépendants de l'élément hoisi et de l'entier i. Ensuite elles mon-
trent, toujours sous les mêmes hypothèses (I prinipal et A omplet et normal),
que le polynme préédent admet une fontion de Artin majorée par une fontion
ane (théorème 3.10 de [4℄).
Nous allons donner dans ette partie une généralisation du théorème 3.10 de [4℄.
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L'intérêt de notre preuve vient du fait que elle-i est onstrutive et permet
d'obtenir des bornes expliites en termes de oeients apparaissant dans ertaines
ICL.
7.2. Généralisation d'un résultat de Delno et Swanson. En utilisant le
lemme 6.8, nous allons don donner deux propositions qui généralisent le théorème
3.10 de [4℄ :
Proposition 7.2. Soit
g(X, X1,j , ..., Xn,j1,...,jn , Y1, ..., Yq) := X
n +Xn−1
∑
j
gjX1,j + · · ·
+
∑
j1≤···≤jn
gj1 ...gjnXn,j1,...,jn +
q∑
l=1
flYl
ave les gj et les fl dans A, loal omplet n÷thérien, tels que I = (fl) + (gj) soit
radial. Alors g admet une fontion de Artin majorée par la fontion
i 7−→ i + iI + n(c+ 1)
où c est la plus petite onstante telle que ∀x ∈ A, νI(x) ≤ νI(x)+c, et iI est la plus
petite onstante pour laquelle le lemme d'Artin-Rees est vérié pour I ('est-à-dire
I ∩mi+iI ⊂ Imi).
Preuve : Soient (x, x1,j , ..., xn,j1,...,jn , y1, ..., yq) ∈ A tels que
g(x, x1,j , ..., xn,j1,...,jn , yl) ∈ mi+iI+n(c+1) .
Posons
t′j = x
n−1x1,j + x
n−2
∑
j2≥j
gj2x2,j,j2 + · · ·+
∑
jn≥···≥j2≥j
gj2 ...gjnxn,j,j2,...,jn .
Alors nous avons
xn +
∑
j
gjt
′
j +
∑
l
flyl = g(x, x1,j , ..., xn,j1,...,jn , y) .
D'après la preuve du lemme 6.8, il existe x ∈ x + mi+iI+1 tel que x ∈ I. Nous
pouvons érire x =
∑
j gjx
′
j +
∑
l flzl. Nous avons alors
g(x, x1,j , ..., xn,j1,...,jn , yl) ∈ mi+iI+1.
D'où∑
j1≤···≤jn
gj1 ...gjn
(
xn,j1,...,jn + hj1,...,jn(x1,j , ..., xn−1,j′1,...,j′n−1, x
′
j)
)
+
+
∑
l
fltl ∈ mi+iI+1
ave tl = yl+ t
∗
l (x
′
j , zl) et hj1,...,jn polynomiale à oeients dans A. D'après Artin-
Rees, il existe alors (t1, ..., tq) ∈ (t1, ..., tq) +mi+1 et
tj1,...,jn ∈ xn,j1,...,jn + hj1,...,jn(x1,j , ..., xn−1,j′1,...,j′n−1, x′j) +mi+1
tels que
∑
j1≤···≤jn
gj1 ...gjntj1,...,jn +
∑
l fltl = 0. Posons alors
xi,j1,...,ji = xi,j1,...,ji pour tout i < n
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et
xn,j1,...,jn = tj1,...,jn − hj1,...,jn(x1,j , ..., xn−1,j′1,...,j′n−1, x′j) .
Nous avons xi,j1,...,ji − xi,j1,...,ji ∈ mi+1 pour tout i et jk. Posons yl = tl − t∗l pour
tout l. Nous avons don yl − yl ∈ mi+1 et x − x ∈ mi+1. De plus il est lair que
g(x, xj , yl) = 0. 
Proposition 7.3. Soit
g(X, X1, ..., Xn, Y1, ..., Yq) = X
n + f tXn−1X1 + · · ·+ fntXn +
q∑
l=1
flYl
ave les fj et f dans A, loal omplet n÷thérien, tels que ((fj) : f) = (fj) et
I := (f, fj) soit radial, et soit t un entier stritement positif. Alors g admet une
fontion de Artin majorée par
i −→ i+ iI + tiJn + tn(c+ 1)
où c est la plus petite onstante telle que ∀x ∈ A, νI(x) ≤ νI(x)+c, et iJn est la plus
petite onstante pour laquelle le lemme d'Artin-Rees est vérié pour Jn = (f
n, (fj))
('est-à-dire Jn ∩mi+iJn ⊂ Jnmi) et iI est la plus petite onstante pour laquelle le
lemme d'Artin-Rees est vérié pour I.
Preuve : Notons I := (f, fl). Soit i un entier positif. Soient x, des xj et des yk
tels que
g(x, xj , yk) ∈ mi+iI+tiJn+tn(c+1)+1.
Supposons tout d'abord qu'il existe x et des xj tels que x − x, xj − xj ∈ mi+iI+1
pour tout j, et xn + f txn−1x1 + · · · + fntxn ∈ (fl). Il existe alors des tl tels que
xn+f txn−1x1+ · · ·+fntxn =
∑
l fltl. Nous avons alors
∑
l fl(yl+ tl) ∈ mi+iI+1. Il
existe alors des zl ∈ yl+tl+mi+1 tels que
∑
l flzl = 0. Nous posons alors yl = zl−tl.
Nous avons yl − yl ∈ mi+1 pour tout l et g(x, xj , yl) = 0. Nous pouvons don sup-
poser que (fl) = (0).
Supposons alors (fl) = (0). Alors, omme dans la preuve de la proposition préé-
dente, il existe x ∈ I tel que nous ayons x = x modulo mi+tiJn+n(t−1)(c+1)+1. Don
nous avons
x = fx′ + ε1
ave ε1 ∈ mi+iI+tiJn+n(t−1)(c+1)+1. Nous avons alors
fnx′n + f t+n−1x′n−1x1 + · · ·+ fntxn ∈ mi+iI+tiJn+n(t−1)(c+1)+1.
D'où
fn
(
x′n + f t−1x′n−1x1 + · · ·+ fn(t−1)xn
)
∈ mi+iI+tiJn+n(t−1)(c+1)+1 .
Don nous avons x′n+f t−1x′n−1x1+· · ·+fn(t−1)xn ∈ mi+iI+(t−1)iJn+n(t−1)(c+1)+1,
ar ((0) : f) = (0).
On obtient le résultat par réurrene sur t, ar pour t = 0 le polynme est lisse
en tout point (le oeient de xn est égal à 1). 
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7.3. Exemple eetif. Cet exemple est ité dans [4℄ mais inorretement étudié
ar les auteurs utilisent un résultat de M. Lejeune-Jalabert uniquement valable pour
A = k[[T ]]. Pour étudier et exemple, nous allons utiliser ii la proposition 7.3 et
un résultat de Delno et Swanson [4℄.
Soient a, t, N ∈ N tels que a ≥ 2, t ≥ 1 et N ≥ 3 et k un orps ontenant les
raines a-ièmes de l'unité et de aratéristique ne divisant pas a. Notons
A :=
k[[T1, ..., TN ]]
(T a1 + · · ·+ T aN)
.
Soit B = k[[T1, T2, ..., TN−1]]. L'extension Fra(A) ⊂ Fra(B) est galoisienne et
séparable et notons n = [Fra(A) : Fra(B)]. L'entier n divise Φ(a), la fontion
d'Euler de a, don n < a. Nous utilisons alors le
Lemme 7.4. [4℄ Soit (A,m) un anneau loal omplet normal n÷thérien et soit f un
élément non nul de A. Soit B = k[[f, f2, ..., fN ]] où (f, f2, ..., fN ) est un système de
paramètres de A. Supposons que Fra(A) ⊂ Fra(B) est une extension galoisienne
séparable et notons n = [Fra(A) : Fra(B)]. Alors tout élément de f tA+ mi vérie
une équation de degré n sur f tA+m⌊ int⌋
Don d'après le lemme préédent, tout élément de T t1A+m
i
vérie une équation
de degré n sur T t1A+m
⌊ int⌋
.
Soit x ∈ A vériant une équation de degré n sur T t1A + m⌊
i
nt⌋
. Notons I l'idéal
(T1, T
a
2 + · · ·+ T aN ). Si N > 3, νI est une valuation ar GrmA/I est intègre.
Si N ≥ 3, l'idéal I étant homogène et radial, nous avons aussi c = 0. D'après le
orollaire 4.8, nous avons iJn = a.
Si N ≥ 3, d'après le lemme 4.7, omme T1 et T a2 + · · · + TN forment une suite
régulière, iI = a.
Don, d'après la proposition 7.3, il existe x ∈ T t1A ∩
(
x+m⌊ i−ant ⌋−t(a+n)
)
. Nous
obtenons alors la
Proposition 7.5. Soient a, t, N ∈ N tels que a ≥ 2, t ≥ 1 et N ≥ 3 et k un orps
ontenant les raines a-ièmes de l'unité et de aratéristique ne divisant pas a et
A = k[[T1,..., TN ]](Ta1 +···+TaN )
. Alors
(3) ∀i ∈ N∗ T t1A+mi ⊂ T t1A+m⌊
i−a
nt ⌋−t(a+n)
où n = [Fra(A) : Fra(B)].
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